Structures conformes asymptotiquement plates by Vassal, Guillaume
Structures conformes asymptotiquement plates
Guillaume Vassal
To cite this version:
Guillaume Vassal. Structures conformes asymptotiquement plates. 34 pages. 2008. <hal-
00330020>
HAL Id: hal-00330020
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00330020
Submitted on 14 Oct 2008
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Strutures onformes asymptotiquement plates
Guillaume Vassal
14 otobre 2008
Résumé
Dans la première partie de et artile, nous présentons la théorie des strutures de
Weyl et des spineurs à poids sur une variété onforme. Dans la seonde partie, nous
introduisons la notion de struture de Weyl asymptotiquement plate, la masse assoiée et
nous démontrons le théorème de la masse positive dans le adre de la géométrie spinorielle
onforme.
MSC 2000 : 53A30, 53C27, 46E35.
mots 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Introdution
Une variété riemannienne M est asymptotiquement plate s'il existe un ompat K tel que
les omposantes onnexes de M \ K sont diéomorphes à l'espae Rn privé d'une boule, et
si dans es ouverts, la métrique est asymptotique à la métrique plate de R
n
. Sous ertaines
onditions, un invariant géométrique alulé à l'inni leur est assoiée : 'est la masse de la
variété asymptotiquement plate. Dans un adre spinoriel, E. Witten [14℄ démontre que ette
masse est positive si la ourbure salaire de la variété est positive et que es variétés possèdent
une ertaine rigidité puisque la masse est nulle si et seulement si la variété est isométrique à
l'espae eulidien. Rendue rigoureuse par T. Parker et C. H. Taubes [11℄, la méthode repose sur
la formule de Lihnerowiz. Une fois intégrée, ette formule fournit un terme de bord qui, sous
les bonnes hypothèses, onverge vers la masse de la variété riemannienne asymptotiquement
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plate. Cette formule permet alors de montrer le résultat de positivité de la masse, ainsi que le
as d'égalité.
P. T. Chru±iel et M. Herzlih [2℄ ont déni une masse pour des variétés asymptotiquement
hyperboliques et ont démontré un théorème de masse positive dans e adre. Dans [3℄, Xianzhe
Dai généralise le théorème de masse positive au as où la variété est asymptotique au produit
R
n × X, où X est une variété ompate simplement onnexe de Calabi-Yau ou une variété
hyper-Kählerienne. Réemment, V. Minerbe [9℄, en s'appuyant sur la méthode de E. Witten, a
établi le théorème de masse positive pour des variétés omplètes non ompates asymptotiques
à une bration en erles sur une base eulidienne, dont les bres sont asymptotiquement de
longueur onstante.
Dans et artile, nous allons nous intéresser au as d'une variété M munie d'une lasse
onforme c. Nous allons alors généraliser la notion de platitude asymptotique aux strutures de
Weyl sur (M, c). Nous dirons que (M, c,D) est une struture de Weyl asymptotiquement plate
lorsque D est une onnexion de Weyl sur (M, c) et s'il existe une métrique g dans la lasse
onforme c telles que la variété riemannienne (M,g) est asymptotiquement plate et que la
1-forme de Lee de D relative à g possède un bon omportement asymptotique à l'inni. Nous
dénirons alors une notion de masse assoiée à ette struture généralisant la masse d'une
variété asymptotiquement plate. Nous verrons que ette masse est invariante pour ertaines
sous-lasses de métriques de la lasse onforme et nous étudierons la façon dont elle évolue
par passage d'une lasse à l'autre.
Dans le adre de la théorie des spineurs à poids, P. Gauduhon [6℄ et A. Moroianu [10℄ ont
établi la formule de Lihnerowiz onforme pour les strutures de Weyl sur les brés de spineurs
à poids. La masse des strutures de Weyl asymptotiquement plates apparaît naturellement
dans l'intégrale du terme de bord de ette formule. Ce alul nous permet de montrer sa
positivité dans le as où la ourbure salaire de la onnexion de Weyl est positive.
Nous ommenerons par des rappels de géométrie onforme sur les strutures de Weyl, et
les spineurs à poids. Nous démontrerons la formule de Lihnerowiz onforme et donnerons
l'expression de son terme de bord. Après de brefs rappels dans le adre riemannien, nous
dénirons ensuite ave préision la notion de struture onforme asymptotiquement plate et
de la masse assoiée en donnant ses propriétés d'invariane. Enn, nous établirons sur le
modèle de la démonstration de E. Witten un théorème de masse positive pour les strutures
de Weyl asymptotiquement plates sur des variétés spinorielles.
Ce texte onstitue une partie de ma thèse dirigée par Paul Gauduhon et de Andrei
Moroianu. Je les remerie vivement pour leurs idées et pour tout le temps qu'ils m'aordent.
1 Poids onformes et spineurs
Sauf mention ontraire, les variétés, les métriques et les setions des diérents brés on-
sidérés seront C∞.
1.1 Strutures de Weyl
SoitM une variété orientée de dimension n, munie d'une struture onforme dénie positive
c. Rappelons quelques faits de géométrie onforme an de pouvoir dénir la notion de struture
de Weyl, introduite par Hermann Weyl dans [13℄. Nous noterons TM et T ∗M respetivement
les brés tangent et otangent deM , Gl(M) (Gl+(M)) le bré des repères (orientés) de TM et
CO(M) le sous-bré de Gl(M) des repères c-orthonormés. Le bré CO(M) que nous appelons
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bré des repères onformes est un bré prinipal surM dont le groupe strutural est le groupe
onforme CO(n) = O(n) × R>0, où R>0 est l'ensemble des réels positifs non nuls. Sur toute
variété diérentiable M de dimension n, nous pouvons dénir une famille L(k), pour k ∈ R,
de brés en droites réelles sur M par :
L(k) = Gl(M) ×|det |k/n R
Nous dirons que L(k) est le bré des salaires de poids k. Notons L les salaires de poids 1. Pour
k ∈ N, L(k) est la puissane tensorielle k-ième de L. Ces brés sont naturellement orientables,
don triviaux. De plus, lorsque la variété est munie d'une struture onforme, nous avons une
rédution au bré des repère onformes :
L(k) = CO(M)×|det |k/n R
Si ν est une représentation du groupe CO(n) sur un espae vetoriel V , la restrition de ν
au sous-groupe des réels stritement positifs R
>0
est de la forme :
ν(a) = akId
pour a ∈ R>0 et où Id est l'identité de V . Nous dirons que le réel k est le poids onforme
de la représentation ν. Soit Gl(n) (Gl+(n)) le groupe des isomorphismes (orientés) de Rn.
Les brés vetoriels sur (M, c) assoiés à Gl(M) et obtenus par une représentation de Gl(n)
possèdent un poids onforme naturel qui est le poids de la restrition de ette représentation
au sous-groupe onforme CO(n). Ave ette onvention, les brés tangent, otangent et des
p-formes sur M sont respetivement de poids naturels +1, −1 et −p. Le réel k du bré L(k)
est le poids de l'ation de R
>0
. Il est faile de voir que le poids naturel d'un produit tensoriel
est la somme des poids des fateurs onstituant e produit. Par exemple, le poids onforme
naturel de T ∗M ⊗ T ∗M est −2.
Le omplémentaire de la setion nulle du bré L(k) possède deux omposantes onnexes
qui sont données par :
L
(k)
+ = CO(M)×| det |k/n R
>0
et L
(k)
− = CO(M)×| det |k/n R
<0
Nous utiliserons aussi le bré omplexié L
(k)
C
du bré des salaires à poids L(k).
Dénition 1.1.1. Une struture de Weyl sur une variété onforme (M, c) est une onnexion
linéaire sans torsion sur TM induite par une onnexion CO(n)-équivariante sur CO(M).
Le théorème fondamental de la géométrie onforme de H. Weyl [7℄ est le suivant (f. aussi
[13℄ et [4℄) :
Théorème 1.1.2. L'appliation qui, à toute onnexion linéaire D sur TM assoie la on-
nexion induite ∇D sur L détermine, par restrition, un isomorphisme ane de l'espae des
strutures de Weyl sur TM sur l'espae des onnetions linéaires sur L.
Soient D une struture de Weyl sur TM et ∇D sa onnexion linéaire assoiée sur L. Nous
avons la formule de Koszul généralisée suivante :
2c(DXY,Z) = ∇
D
X
(
c(Y,Z)
)
+∇DY
(
c(Z,X)
)
−∇DZ
(
c(Y,X)
)
+c(Z, [X,Y ])− c(Y, [X,Z]) − c(X, [Y,Z])
Cette formule démontre l'existene et l'uniité de D étant donné ∇D.
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Soit D′ une autre struture de Weyl sur M , ave ∇D
′
sa onnexion linéaire sur L assoiée.
La diérene ∇D − ∇D
′
est une 1-forme θ sur TM . L'isomorphisme entre les strutures de
Weyl et les onnexions linéaires sur L nous donne la relation suivante :
DXY = D
′
XY + θ(X)Y + (θ ∧X)(Y ) (1)
L'endomorphisme antisymétrique θ ∧X de TM est déni par :
(θ ∧X)(Y ) = θ(X)Y − g(X,Y )θ♯
où g est une métrique quelonque dans la lasse onforme, et où θ♯ est le dual riemannien
de θ relativement à g. En partiulier, nous pouvons assoier à une métrique riemannienne g
dans la lasse onforme sa 1-forme de Lee, notée θg, dénie par θg = ∇
D −∇g, où ∇g est la
onnexion linéaire sur L induite par la onnexion de Levi-Civita de g. Notons que la onnexion
de Levi-Civita d'une métrique g dans c, notée Dg, est une struture de Weyl sur TM .
Dénition 1.1.3. Une struture de Weyl D est fermée (respetivement exate) si sa onnexion
linéaire assoiée ∇D sur le bré L est plate (respetivement si L admet une setion globale ∇D-
parallèle). De manière équivalente, une struture de Weyl D est fermée (respetivement exate)
si D est loalement (respetivement globalement) la onnexion de Levi-Civita d'une métrique
dans la lasse onforme.
Rappelons que la lasse onforme c est une setion du bré S2(T ∗M) ⊗ L(2) telle que,
pour tout hamp de veteurs X, c(X,X) est une setion de L
(2)
+ . La famille {ei}i=1...n est une
base c-orthonormée de TM s'il existe une setion positive l de L telle que c(ei, ej) = δij l
2
. En
partiulier, la base duale {e∗i } de {ei} est donnée par :
e∗i (X) = c(ei,X)l
−2
Nous pouvons étendre les isomorphismes musiaux dans le adre onforme : nous dénissons
d'une part ♭ : TM → T ∗M ⊗ L(2) par :
X♭ = c(X, ·)
pour tout veteur X de TM . D'autre part, ♯ : T ∗M → TM ⊗ L(−2) déni par :
α = c(α♯, ·)
pour toute 1-forme α sur M . Par onséquent, nous avons l'identiation suivante :
T ∗M ⊗ T ∗M ∼= T ∗M ⊗ TM ⊗ L(−2)
Par ontration des formes et des veteurs, nous obtenons alors une appliation de T ∗M⊗T ∗M
dans L(−2) : 'est la trae onforme des formes bilinéaires symétriques.
Pour tous X, Y et Z veteurs de TM , nous dénissons le tenseur de ourbure de la
struture de Weyl D, que nous notons RD, par :
RDX,Y Z = [DX ,DY ]Z −D[X,Y ]Z
Nous pouvons voir RD omme une setion du bré T ∗M⊗
3
⊗TM . Nous dénissons alors RicD
le tenseur de Rii de la struture de Weyl D par :
RicD(X,Y ) = trace(Z 7→ RDZ,XY )
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pour X et Y veteurs de TM . Le tenseur de Rii est une setion du bré T ∗M ⊗ T ∗M .
En appliquant la trae onforme sur le tenseur de Rii, nous obtenons une setion de L(−2).
Cette setion, que nous notons ScalD, est la ourbure salaire de la struture de Weyl.
Nous avons une orrespondane entre les métriques riemanniennes dans c et les setions
du bré L2+ : une métrique riemannienne g et la setion l
2
du bré L
(2)
+ orrespondante sont
reliées par :
c = g ⊗ l2
Le hoix d'une métrique dans la lasse onforme détermine, à un élément du groupe orthogonal
O(n) près, un repère orthonormé au voisinage de haque point de M . Cependant, une setion
lk du bré L(k) est une lasse d'équivalene sous l'ation de Gl(n) de la forme [s, v], où s
est un repère loal de TM et v une fontion sur M . Par onséquent, lorsqu'une métrique est
xée dans la lasse onforme, les setions des brés L(k) s'identient à des fontions sur la
variété. Soit g une métrique dans lasse onforme ; la struture de Weyl D et la onnexion de
Levi-Civita Dg sont liées via la 1-forme de Lee θg par la formule suivante :
DXY = D
g
XY + θg(X)Y + (θg ∧X)(Y ) (2)
Ainsi, la ourbure salaire de D s'identie, via la trivialisation de L par g, à une fontion sur
M par la formule suivante [7℄ :
ScalD = Scalg − 2(n − 1)trg(D
gθg)− (n− 1)(n − 2)|θg|
2
g (3)
où Scalg est la ourbure salaire de la onnexion de Levi-Civita Dg et trg la trae relative à
la métrique g. Pour plus d'information onernant les strutures de Weyl, le leteur intéressé
pourra onsulter [7℄.
1.2 Spineurs onformes
Soit M une variété spinorielle de dimension n [5℄. L'algèbre de Cliord réelle Cln asso-
iée à l'espae (Rn, ‖ ‖) eulidien est l'unique algèbre réelle, à isomorphisme près, vériant la
propriété universelle suivante : pour toute R-algèbre assoiative unitaire A, une appliation
linéaire v de Rn dans A telle que v(x)2 = −‖x‖21A, pour tout x de R
n
, s'étend de façon
unique en un morphisme d'algèbres de Cln dans A. Soient Spin(n) ⊂ Cln le groupe spinoriel
et λ : Spin(n) → SO(n) le revêtement à deux feuillets du groupe spéial orthogonal SO(n).
Soit µ : Spin(n)→ Aut(∆n) la représentation spinorielle de Spin(n) sur l'espae des spineurs
∆n. La représentation spinorielle est la restrition de la représentation de l'algèbre de Cliord
Cln sur l'espae ∆n. Cette représentation induit une ation de Cln sur ∆n (ette ation est
aussi appelé multipliation de Cliord). En partiulier, nous avons une inlusion anonique
de R
n
dans Cln, don une ation de R
n
sur ∆n. Nous notons x · ξ et ation de Cliord, où
x ∈ Cln et ξ ∈ ∆n. Rappelons qu'il existe un isomorphisme d'espae vetoriel entre Cln et
l'algèbre extérieure Λ∗Rn de Rn donné par :
Λ∗Rn → Cln
ei1 ∧ . . . ∧ eik 7→ ei1 · · · eik
où (e1, . . . , en) est une base de R
n
. Notons que v∧ et vy sont respetivement le produit extérieur
et intérieur par v sur M . Nous avons pour l'ation de Cliord l'identiation suivante :
x · (ω · ξ) = (x ∧ ω) · ξ − xyω · ξ
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où x ∈ Rn, ω ∈ Λ∗Rn et ξ ∈ ∆n. La multipliation de Cliord est un morphisme de Spin(n)-
représentations, i.e. :
µ(γ)(x · ξ) = (λ(γ)x) · (µ(γ)ξ)
pour γ ∈ Spin(n), x ∈ Rn et ξ ∈ ∆n. Soit g une métrique riemannienne sur M . Une struture
spin sur (M,g) étant hoisie, notons Sping(M) le Spin(n)-bré prinipal au-dessus du bré
des repères g-orthonormés direts SOg(M). Le bré des spineurs relatif à la métrique g est
déni par :
Σg = Sping(M)×µ ∆n
Pour plus de détails onernant la géométrie spinorielle dans le adre riemannien, le leteur
pourra onsulter [5℄.
Nous dénissons le groupe spinoriel onforme CSpin(n) omme le produit Spin(n)×R>0.
Pour tout γ˜ ∈ CSpin(n), nous érirons :
γ˜ = aγ
où a ∈ R+ et γ ∈ Spin(n) sont uniquement déterminés. Soit CO
+(n) ; nous avons le morphisme
de groupes λ˜ : CSpin(n)→ CO+(n) déni omme le produit de λ et de l'identité de R>0 et où
CO+(n) = SO(n)×R>0. Soit k ∈ R. La représentation spinorielle onforme de poids k, notée
µ(k), est la représentation linéaire de CSpin(n) sur l'espae des spineurs ∆n dénie par :
µ(k)(γ˜) = akµ(γ)
pour tout γ˜ dans CSpin(n). De la même façon que la représentation spinorielle, nous avons
une relation de ompatibilité entre la multipliation de Cliord et la représentation spinorielle
onforme de poids k. Pour γ˜ ∈ CSpin(n), x ∈ Rn et ξ ∈ ∆n, nous avons :
µ(k)(γ˜)(x · ξ) =
(
λ˜(γ˜)x
)
·
(
µ(k)(γ˜)ξ
)
Le bré vetoriel des spineurs de poids onforme k est déni par :
Σ(k) = CSpin(M)×µ(k) ∆n
Nous avons l'identiation suivante :
Σ(k) ∼= Σ(0) ⊗ L(k)
L'ation de Cliord de TM sur l'espae des spineurs à poids est l'appliation
TM ⊗ Σ(k) → Σ(k+1)
X ⊗ ψ 7→ X · ψ
dénie par :
X · ψ = [s˜, x · ξ]
où ψ et X sont respetivement représentés par [s˜, ξ] et [s, x], ave s˜ un repère de CSpin(M),
s = λ˜(s˜) et x ∈ Rn.
Proposition 1.2.1. Pour tout g ∈ c, et tout k ∈ R, il existe un isomorphisme anonique de
Σg dans Σ(k).
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Démonstration. Une métrique g dans la lasse onforme dénit une rédution du bré CSpin(M)
à Sping(M). Dans e as, nous avons :
CSpin(M)×µ(k) ∆n = Sping(M)×µ ∆n
puisque µ est le restrition de la représentation µ(k) au groupe Spin(n).
Soient g ∈ c et g˜ = f−2g, ave f une fontion réelle non nulle sur M . La proposition
préédente nous donne une famille d'isomorphismes
Φ(k) : ΣgM → Σg˜M
[s˜, v] 7→ [s˜f, f−kv]
pour tout k ∈ R. Soit 〈 , 〉 le produit salaire hermitien sur ∆n ompatible ave l'ation de
Cliord. Notons ( , )g le produit salaire hermitien Spin(n)-invariant sur Σ
g
induit par 〈 , 〉.
Les isomorphismes Φ(k) ne sont pas des isométries :
|Φ(k)ψ|g˜ = f
−2k|ψ|g
Nous dénissons une appliation bilinéaire h par :
h : Σ(k1) ⊗Σ(k2) → L
(k1+k2)
C
ψ ⊗ ϕ 7→ [s, 〈u, v〉]
où ψ et ϕ sont représentés respetivement par [s˜, ξ] et [s˜, ζ] et où s est le projeté de s˜ sur
CO(M).
Proposition 1.2.2. L'appliation bilinéaire h est bien dénie et pour tous X ∈ TM , ψ ∈ Σ(k1)
et ϕ ∈ Σ(k2), nous avons :
h(X · ψ,ϕ) = −h(ψ,X · ϕ) ∈ L
(k1+k2−1)
C
Démonstration. En hangeant le repère s˜ par s˜ · γ˜−1, où γ˜ ∈ CSpin(n), nous obtenons
〈µ(k1)(γ˜)ξ, µ(k2)(γ˜)ζ〉 = 〈ak1µ(γ)ξ, ak2µ(γ)ζ〉
= ak1+k2〈µ(γ)ξ, µ(γ)ζ〉
= ak1+k2〈ξ, ζ〉
= (det γ˜)(k1+k2)/n〈ξ, ζ〉
Ce alul montre que [s, 〈ξ1, ξ2〉] est une setion de L
(k1+k2)
C
et don que h est bien dénie.
Pour ξ, ζ ∈ ∆n et x ∈ R
n
, le produit salaire hermitien sur ∆n vérie :
〈x · ξ, ζ〉 = −〈ξ, x · ζ〉
Par dénition de la multipliation de Cliord des spineurs à poids, il est lair que h vérie la
même relation.
Les setions du bré L
(−n)
C
sont des densités d'intégration sur M . Pour k1+k2 = −n, nous
dénissons une appliation sesquilinéaire H : C∞0 (Σ
(k1))× C∞0 (Σ
(k2))→ C par :
H(ψ,ϕ) =
∫
M
h(ψ,ϕ)
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où C∞0 désigne l'espae des setions lisses à support ompat. Soient k1 et k2 des réels tels
que k1 + k2 = −n et g une métrique dans la lasse onforme c. Nous avons vu que les brés
Σ(k1) et Σ(k2) s'identient anoniquement au bré Σg. La multipliation de Cliord dénie sur
les spineurs à poids s'identie alors à la multipliation de Cliord (usuelle) sur Σg. D'autre
part, l'image de l'appliation h par ette identiation est le produit salaire hermitien ( , )g
déni sur Σg. Ainsi, nous pouvons remarquer que, pour une métrique g quelonque dans c,
nous avons :
H(ψ,ϕ) =
∫
M
(ψ,ϕ)gvg
où vg est la forme volume assoiée à la métrique g.
Proposition 1.2.3. Soient D et D˜ deux strutures de Weyl sur (M, c) reliées par (1). Ces
dernières induisent deux onnexions linéaires D(k) et D˜(k) sur Σ(k) reliées par :
D
(k)
X ψ = D˜
(k)
X ψ −
1
2
X · θ · ψ + (k −
1
2
)θ(X)ψ
pour tout ψ dans Σ(k).
Démonstration. Nous avons vu que les strutures de Weyl D et D˜ sont reliées par D = D˜+Θ,
où Θ(X) = θ ∧ X + θ(X)Id. Les onnexions induites par D et D˜ sur le bré Σ(k) vérient
don la relation suivante :
D(k) = D˜(k) + dµ(k)(Θ)
où dµ(k) est la diérentielle à l'origine de la représentation linéaire de poids k de CSpin(n).
Nous obtenons :
D(k) = D˜(k) +
n∑
i=1
dµ(θ ∧ ei)⊗ e
∗
i + kId⊗ θ
Cela donne, pour ψ ∈ Σ(k) et X ∈ TM , la formule suivante :
D
(k)
X ψ = D˜
(k)
X ψ +
1
2
(θ ∧X) · ψ + kθ(X)ψ
De plus, d'après la dénition du produit de Cliord des 2-formes, nous avons :
X · θ = −θ ∧X − θ(X)
Nous obtenons alors la formule souhaitée.
Soient D une struture de Weyl sur (M, c), k un réel et D(k) la onnexion induite par
D sur Σ(k). Soit g ∈ c. La onnexion de Levi-Civita Dg de g est une struture de Weyl sur
TM . La onnexion Dg détermine don une onnexion linéaire sur le bré des spineurs à poids
Σ(k). Nous ontinuons de noter Dg ette onnexion. La proposition préédente nous donne la
relation suivante :
D
(k)
X ψ = D
g
Xψ −
1
2
X · θg · ψ + (k −
1
2
)θg(X)ψ (4)
pour tout ψ dans Σ(k) et tout X dans TM .
Soit D′ une autre struture de Weyl. Nous avons ∇D et ∇D
′
les onnexions linéaires sur
L assoiées respetivement aux strutures de Weyl D et D′. Ces onnexions induisent des
onnexions linéaires sur les brés L(k) pour k ∈ R, que l'on note toujours ∇D et ∇D
′
. Nous
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avons vu qu'il existe une 1-forme θ surM telle que ∇D = ∇D
′
+θ. Par onséquent, pour toute
setion lk de L(k) et tout veteur X de TM , nous avons :
∇DX l
k = ∇D
′
X l
k + kθ(X)lk
En partiulier, si nous xons une métrique g de la lasse onforme, les setions de L(k) s'i-
dentient à des fontions sur M . Ainsi, lorsque D′ est la onnexion de Levi-Civita de g, nous
obtenons :
∇DX l
k = dlk(X) + kθg(X)l
k
Soit D
g
: Σg → Σg l'opérateur de Dira agissant sur le bré des spineurs relatif à la
métrique g. L'opérateur Dg est déni omme la omposition de la multipliation de Cliord
et de la onnexion induite par Dg sur Σg. Cet opérateur de Dira est un opérateur diérentiel
linéaire d'ordre 1 et elliptique. Pour plus de détails, nous renvoyons de nouveau le leteur à
[5℄. La multipliation de Cliord sur les spineurs à poids dénit une ontration, notée m(k),
sur les spineurs de poids k :
m(k) : T ∗M ⊗ Σ(k) → Σ(k−1)
ω ⊗ ψ 7→ ω · ψ
Nous onsidérons la onnexion D(k) omme un opérateur de Σ(k) dans T ∗M ⊗ Σ(k). Nous
dénissons alors l'opérateur de Dira de poids k par :
D
(k) : Σ(k)
m(k)◦D(k)
−−−−−−→ Σ(k−1)
De ette façon, la onnexion de Levi-Civita Dg agissant sur les setions de Σ(k) détermine un
opérateur de Dira de poids k. Lorsque les spineurs de poids k sont identiés à des spineurs de
Σg, via le hoix de la métrique g, et opérateur de Dira à poids s'identie tautologiquement à
l'opérateur de Dira usuel D
g
sur Σg. Les aluls qui suivent sont eetués dans les diérents
espaes à poids mentionnés. En revanhe, si une métrique est xée, les aluls se ramènent,
via les identiations induites par la métrique, au as riemannien, en identiant les diérents
objets à leurs orrespondants riemanniens respetifs.
Proposition 1.2.4. Soient g une métrique de la lasse onforme c et D une struture de
Weyl sur (M, c) dont la forme de Lee par rapport à g est θg. Les opérateurs de Dira D
g
et
D
(k)
agissant sur les setions de Σ(k) sont reliés par la formule suivante :
D
(k)ψ = Dgψ + (k +
1
2
(n− 1))θg · ψ
pour toute setion ψ de Σ(k).
Démonstration. La proposition 1.2.3 nous donne :
D
(k)
X ψ = D
g
Xψ + (k −
1
2
)θg(X)ψ −
1
2
X · θg · ψ
Par onséquent, dans une base {ei} g-orthonormée, nous avons :
D
(k)ψ = Dgψ + (k −
1
2
)
n∑
i=1
θg(ei)ei · ψ −
1
2
n∑
i=1
ei · ei · θg · ψ
= Dgψ + (k −
1
2
)θg · ψ +
n
2
θg · ψ
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1.3 Formule de Lihnerowiz onforme I
Dans le as des spineurs assoiés à une métrique riemannienne, la formule de Lihnerowiz
relie le arré de l'opérateur de Dira, l'opérateur de Laplae-Beltrami et la ourbure salaire
de la métrique. Fixons une métrique g dans la lasse onforme c et une struture de Weyl D
sur M . Nous avons la proposition suivante [5℄ :
Proposition 1.3.1. Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension n, orientée, et spinorielle.
Pour ψ dans Σg, nous avons la formule de Lihnerowiz suivante :
(Dg)2ψ = tr(Dg,2)(ψ) +
1
4
Scalgψ
où Dg,2 est la dérivée ovariante seonde et Scalg la ourbure salaire de la onnexion de
Levi-Civita.
Dans le adre des spineurs à poids, P. Gauduhon [6℄ et A. Moroianu [10℄ ont établi
une formule de Lihnerowiz onforme. Soit k un réel. Etant donnée une struture de Weyl,
l'opérateur de Dira de poids k agit sur les setions de spineurs de poids k mais elui-i fournit
des setions de spineurs de poids k−1. Par onséquent, nous dénissons le arré de l'opérateur
de Dira de poids k omme la omposition D (k−1) ◦ D (k), qui est un opérateur déni sur les
setions de Σ(k) et à valeurs dans l'espae des setions de Σ(k−2).
Proposition 1.3.2. Soit ψ un spineur de poids k. Le arré de l'opérateur de Dira à poids
assoié à une struture de Weyl dont la forme de Lee est θg est donné par :
D
2ψ = D (k−1)D (k)ψ
= (Dg)2ψ + (k +
1
2
(n − 1))Dg(θg) · ψ − θg ·D
gψ
−(2k + n− 1)Dg
θ♯g
ψ −
(
k2 − k(2− n) +
n2 − 4n+ 3
4
)
|θg|
2
gψ
Démonstration. Soient x dans M et {ei} une base g-orthonormée de TxM . Dans ette base,
nous avons :
D
(k−1)
D
(k)ψ = D (k−1)(Dgψ + (k +
1
2
(n− 1))θg · ψ)
= Dg(Dgψ + (k +
1
2
(n− 1))θg · ψ) + (k − 1 +
1
2
(n − 1))θg · (D
gψ + (k +
1
2
(n− 1))θg · ψ)
= (Dg)2ψ + (k +
1
2
(n− 1))Dg(θg) · ψ − (k +
1
2
(n− 1))θg ·D
gψ − (2k + (n − 1))Dg
θ♯g
ψ
+(k − 1 +
1
2
(n − 1))θg ·D
gψ − (k − 1 +
1
2
(n− 1))(k +
1
2
(n− 1))|θg|
2
gψ
= (Dg)2ψ + (k +
1
2
(n− 1))Dg(θg) · ψ − θg ·D
gψ − (2k + n− 1)Dg
θ♯g
ψ
−(k +
1
2
(n− 1))(k − 1 +
1
2
(n− 1))|θg|
2
gψ
Comme pour toute onnexion sans torsion, nous dénissons la onnexion de Weyl seonde
de poids k par :
D
(k),2
X,Y ψ = D
(k)
X (D
(k)
Y ψ)−D
(k)
DXY
ψ
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où X et Y sont des hamps de veteurs de TM , et ψ ∈ Σ(k). La onnexion de Weyl seonde
de poids k peut être vue omme un opérateur agissant sur les setions de Σ(k) à valeurs dans
l'espae des setions de T ∗M ⊗ T ∗M ⊗Σ(k). En appliquant la trae onforme et en rappelant
que L(−2) ⊗Σ(k) ∼= Σ(k−2), nous obtenons l'appliation tr(D(k),2) : Σ(k) → Σ(k−2).
Proposition 1.3.3. Soient {ei} un repère loal c-orthonormé tel que c(ei, ej) = δij l
2
, où
l ∈ L, et ψ une setion de Σ(k). Une ériture loale de tr(D(k),2) est donnée par :
tr(D(k),2)(ψ) = −
n∑
i=1
(
D(k)ei (D
(k)
ei ψ)−D
(k)
Deiei
ψ
)
l−2
Démonstration. Montrons que l'expression ne dépend pas du hoix du repère c-orthonormé.
Soit {e˜i} une base c-orthonormée. Il existe un hamp de matries onformes A = (aij) tel
que :
e˜i =
n∑
k=1
aikek
Nous avons
tAA = f2, où f est une fontion sur M . De manière équivalente, nous avons la
relation suivante :
n∑
k=1
aikajk = δijf
2
Nous obtenons alors :
c(e˜i, e˜j) =
n∑
k=1
n∑
l=1
aikajlc(ek, cl)
=
n∑
k=1
aikajkl
2
= δij(fl)
2
Par onséquent, nous avons c(e˜i, e˜j) = l˜
2
, où l˜ = fl. Nous alulons :
n∑
i=1
(
D
(k)
e˜i
(D
(k)
e˜i
ψ)−D
(k)
De˜i e˜i
ψ
)
l˜−2 =
n∑
i,p,q=1
(
aipaiqD
(k)
ep (D
(k)
eq ψ) +D
(k)
e˜i
(aiq)D
(k)
eq ψ
)
l˜−2
−
n∑
i,p,q=1
(
aipaiqD
(k)
Depeq
ψ +D
(k)
e˜i
(aiq)D
(k)
eq ψ
)
l˜−2
=
n∑
p,q=1
( n∑
i=1
aipaiq
)(
D(k)ep (D
(k)
eq ψ)−D
(k)
Depeq
ψ
)
l˜−2
=
n∑
p,q=1
δpq
(
D(k)ep (D
(k)
eq ψ)−D
(k)
Depeq
ψ
)
f2l˜−2
=
n∑
p=1
(
D(k)ep (D
(k)
ep ψ)−D
(k)
Depep
ψ
)
l−2
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Dans tout e qui suit, nous noterons D et D respetivement la dérivée ovariante et l'opéra-
teur de Dira induits par la struture de Weyl D sur le bré des spineurs de poids onforme
2− n
2
.
Théorème 1.3.4. Soit D une struture de Weyl. Soient D et D respetivement la dérivée
ovariante et l'opérateur de Dira à poids agissant sur le bré des spineurs à poids Σ(
2−n
2 )
.
Pour toutes setions ψ de Σ(
2−n
2 )
, nous avons la formule de Lihnerowiz onforme I suivante :
D
2ψ = tr(D2)(ψ) +
1
4
ScalDψ
Remarque 1.3.5. Dans le théorème 1.3.4, nous omettons le symbole ⊗ du produit tensoriel
ScalDψ de la setion ScalD du bré L(−2) et de la setion ψ de Σ(
2−n
2 )
. En rappelant que
Σ(k) ⊗ L(−2) ∼= Σ(k−2), nous remarquons que ScalDψ est bien une setion de Σ(k−2). La
formule donnée par e théorème relie bien des objets de même poids onforme −1−
n
2
.
Démonstration. Soient k ∈ N, ψ et φ dans Σ(k), x ∈M et {ei} une base de TxM . Fixons une
métrique g dans c. Supposons que la base {ei} est parallèle en un point pour la onnexion de
Levi-Civita Dg. Nous avons en e point :
D(k)ei (D
(k)
ei ψ) = D
g
ei(D
(k)
ei ψ) + (k −
1
2
)θg(ei)D
(k)
ei ψ −
1
2
ei · θg ·D
(k)
ei ψ
= Dgei(D
g
eiψ) + (k −
1
2
)Dgei(θg(ei))ψ + (2k − 1)θg(ei)D
g
eiψ −
1
2
ei ·D
g
ei(θg) · ψ
−ei · θg ·D
g
eiψ + (k −
1
2
)2θg(ei)
2ψ − (k −
1
2
)θg(ei)ei · θg · ψ
+
1
4
ei · θg · ei · θg · ψ
Les propriétés de la multipliation de Cliord nous donnent alors :
D(k)ei (D
(k)
ei ψ) = D
g
ei(D
g
eiψ) + (k −
1
2
)Dgei(θg(ei))ψ + (2k + 1)θg(ei)D
g
eiψ
−
1
2
ei ·D
g
ei(θg) · ψ + θg · ei ·D
g
eiψ + (k −
1
2
)2θg(ei)
2ψ
−kθg(ei)ei · θg · ψ −
1
4
|θg|
2
gψ
Nous obtenons :
n∑
i=1
D(k)ei (D
(k)
ei ψ) = −trg(D
g,2)(ψ) + (k −
1
2
)tr(Dgθg)ψ + (2k + 1)D
g
θ♯g
ψ −
1
2
D
g(θg) · ψ
+θg ·D
gψ + (k2 −
n− 1
4
)|θg|
2ψ (5)
De plus,
Deiei = 2θg(ei)ei − θ
♯
g
En sommant sur i de 1 à n, nous en déduisons :
n∑
i=1
Deiei = (2− n)θ
♯
g
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Par onséquent,
n∑
i=1
D
(k)
Deiei
ψ = (2− n)Dg
θ♯g
ψ + k(2− n)|θg|
2
gψ (6)
La diérene des équations (5) et (6) nous donne :
−tr(D(k),2)(ψ) = −trg(D
g,2)(ψ) + (k −
1
2
)tr(Dgθg)ψ + (2k + n− 1)D
g
θ♯g
ψ −
1
2
D
g(θg) · ψ
+θg ·D
gψ +
(
k2 − k(2 − n)−
1
4
(n− 1)
)
|θg|
2
gψ (7)
En sommant les expressions (1.3.2) et (7), puis en utilisant la formule de Lihnerowiz (propo-
sition 1.3.1), nous obtenons la formule suivante :
D
(k−1)
D
(k)ψ − tr(D(k),2)(ψ) =
1
4
[
Scalg + 2(2k − 1)trg(D
g(θg))− (n− 1)(n − 2)|θg|
2
g
]
ψ
+
(
k +
n− 2
2
)
D
g(θg) · ψ (8)
Rappelons que la ourbure salaire de D, via la métrique g, s'identie à une fontion sur M
de la façon suivante :
ScalD = Scalg − 2(n − 1)trg(D
gθg)− (n− 1)(n − 2)|θg|
2
g
Ainsi, pour l'unique poids onforme
2− n
2
, la formule (5) ne dépend pas de la métrique g
hoisie et nous donne la formule souhaitée :
D
2ψ − tr(D2)(ψ) =
1
4
ScalDψ
1.4 Formule de Lihnerowiz onforme II
Nous allons introduire des opérateurs invariants onformes généralisant la notion de diver-
gene du as riemannien et aluler des opérateurs adjoints dans un sens onforme. Notons
d'abord qu'une struture de Weyl préserve l'appliation h.
Proposition 1.4.1. Soient ψ ∈ Σ(k) et ϕ ∈ Σ(l). Toute struture de Weyl D préserve la forme
bilinéaire h :
∇D (h(ψ,ϕ)) = h(D(k)ψ,ϕ) + h(ψ,D(l)ϕ) (9)
où ∇D agit sur L(k+l).
Démonstration. L'appliation h ne dépend que de la lasse onforme c. De plus, toute struture
de Weyl préserve la lasse onforme. Par onséquent, toute struture de Weyl D préserve h,
et don nous obtenons la formule (2).
Soient g et g˜ deux métriques riemanniennes telles que g˜ = f2g. Notons ∗g˜ et ∗g les opéra-
teurs de Hodge assoiés respetivement aux métriques g˜ et g. Nous avons :
∗g˜ωq = fn−2k ∗g ωq
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où ωq est une q-forme sur M . Par onséquent, il existe un opérateur de Hodge onforme
naturel :
∗ : ΛqM ⊗ L(k) → Λn−qM ⊗ L(n−2q+k)
Pour X dans TM et ω une setion de ΛqM ⊗ L(k), l'opérateur de Hodge onforme vérie la
relation suivante :
Xyω = ∗(X♭ ∧ ∗ω) (10)
Pour k = 2q − n, nous pouvons dénir un opérateur de divergene onforme par :
δ = − ∗ ◦ d ◦ ∗
où d est la diérentielle extérieure sur M . Nous pouvons également dénir un opérateur de
divergene relatif à la struture de Weyl D, que nous notons δD. Soit {ei} une base loale
c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δij l
2
. Nous dénissons δD par :
δD = −
n∑
i=1
(eiyDei) l
−2
Nous pouvons onsidérer qu'une struture de Weyl D agit sur les setions du bré ΛqM⊗L(k).
En eet, D agit par extension sur l'espae des q-formes sur M et sur les brés en droites L(k)
via sa onnexion linéaire assoiée ∇D. Nous avons alors :
δD : ΛqM ⊗ L(k) → Λq−1M ⊗ L(k−2)
Lorsqu'une métrique est xée dans la lasse onforme, l'opérateur de Hodge onforme et la
divergene onforme s'identient respetivement ave l'opérateur de Hodge et la divergene
riemannienne relative à ette métrique. En revanhe, la struture de Weyl n'est pas en général
la onnexion de Levi-Civita d'une métrique, par onséquent, les opérateurs δ et δD sont en
général distints.
Notons Da l'opérateur antisymétrisé de la onnexion sans torsion D déni par :
Da =
n∑
i=1
e∗i ∧Dei
où {ei} est une base quelonque de TM .
Proposition 1.4.2. L'opérateur δD : ΛqM ⊗ L(k) → Λq−1M ⊗ L(k−2) satisfait la relation
suivante :
δD = − ∗ ◦Da ◦ ∗
Démonstration. Soient {ei} une base loale c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δij l
2
et ω une
setion de ΛqM ⊗ L(k). D'après la relation (10), nous avons :
δD(ω) = −
n∑
i=1
eiyDei(ω)l
−2 = −
n∑
i=1
∗
(
e♭i ∧ ∗Dei(ω)
)
l−2
De plus, nous avons e∗i = e
♭
il
−2
, don :
δD(ω) = −
n∑
i=1
∗
(
e♭il
−2 ∧ ∗Dei(ω)
)
= −
n∑
i=1
∗
(
e∗i ∧ ∗Dei(ω)
)
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Enn, la struture de Weyl préserve la lasse onforme c, de telle sorte que l'opérateur ∗, qui
ne dépend que de c, ommute ave la onnexion D. Ainsi :
δD(ω) = − ∗
( n∑
i=1
e∗i ∧Dei(∗ω)
)
Nous obtenons la formule suivante :
δD(ω) = − ∗
(
Da(∗ω)
)
Corollaire 1.4.3. Sur l'espae des setions du bré Λq ⊗ L(2q−n), l'opérateur de divergene
onforme δ et l'opérateur de divergene δD assoié à la struture de Weyl D oïnident.
Démonstration. Si ω est une setion de Λq ⊗ L(2q−n), alors ∗ω est une (n − q)-forme sur M .
Cependant, pour toute onnexion D sans torsion sur TM , nous avons d = Da sur l'espae
des formes sur M . Ainsi, d'après la proposition 1.4.2, nous avons l'égalité δ = δD sur Λq ⊗
L(2q−n).
Étudions l'existene d'un opérateur adjoint pour la onnexion D(k) relativement au produit
salaire H sur les spineurs de poids k. Nous avons D(k) : Σ(k) → T ∗M ⊗Σ(k) ; par onséquent,
l'adjoint D(k)∗ de D(k) doit agir sur les setions du bré T ∗M ⊗Σ(k). Soient ψ et ϕ dans Σ(k),
et α dans T ∗M . Nous devons trouver D(k)∗ tel que l'intégrale du terme suivant ait un sens et
soit nulle :
h(D(k)ψ,α⊗ ϕ)− h(ψ,D(k)∗(α⊗ ϕ)) (11)
Les objets D(k)ψ et α⊗ϕ sont de poids onforme k−1 ; par suite, h(D(k)ψ,α⊗ϕ) est de poids
k − 2. Ainsi, pour que les deux termes de l'expression (11) soient de même poids, D∗(α ⊗ ϕ)
doit être de poids onforme k− 2. Nous en déduisons que l'intégrale de l'expression (11) a un
sens si et seulement si k =
2− n
2
. Rappelons que nous notons D la struture de Weyl de poids
2− n
2
.
Proposition 1.4.4. La struture de Weyl D de poids
2− n
2
possède un adjoint formel, D∗ :
T ∗M ⊗ Σ(
2−n
2 ) → Σ(
−1−n
2 )
, déni par :
D∗(α⊗ ϕ) = −Dα♯ϕ+ δ
D(α)ϕ
pour α ∈ T ∗M et ϕ ∈ Σ(
2−n
2 )
. De plus, si ψ est une setion de Σ(
2−n
2 )
, nous avons la formule
suivante :
h
(
Dψ,α ⊗ ϕ
)
− h
(
ψ,D∗(α⊗ ϕ)
)
= −δD
(
h(ψ,α ⊗ ϕ)
)
(12)
Cette formule relie des setions du bré L
(−n)
C
Démonstration. Soient ψ et ϕ deux setions de Σ(
2−n
2 )
à support ompat, et α une 1-forme
sur M . Calulons
H(Dψ,α ⊗ ϕ) =
∫
M
h(Dψ,α ⊗ ϕ)
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Soit {ei} une base loale c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δij l
2
. Nous avons alors :
h(Deiψ,α(ei)ϕ)l
−2 = ∇Dei
(
h(ψ,α(ei)ϕ)l
−2
)
− h
(
ψ,Dei(α(ei)ϕl
−2)
)
= ∇Dei
(
h(ψ,α(ei)ϕ)
)
l−2 − h(ψ,α(Deiei)ϕ)l
−2
−h
(
ψ,Dei(α)(ei)l
−2ϕ
)
− h
(
ψ,α(ei)l
−2Deiϕ
)
En sommant sur i, nous obtenons :
n∑
i=1
h(Deiψ,α(ei)ϕ)l
−2 =
n∑
i=1
(
∇Dei
(
h(ψ,α(ei)ϕ)
)
− h
(
ψ,α(Deiei)ϕ
))
l−2
+h
(
ψ,−
n∑
i=1
(
eiyDei(α)l
−2
)
ϕ
)
− h
(
ψ,
n∑
i=1
α(ei)Deiϕ
)
Nous avons don la formule suivante :
h
(
Dψ,α ⊗ ϕ
)
− h
(
ψ, (−Dα♯ + δ
D(α))ϕ
)
= −δD
(
h(ψ,α ⊗ ϕ)
)
Cependant, h(ψ,α ⊗ ϕ) étant une setion de Λ1M ⊗ L(2−n), le orollaire 1.4.3 montre que :
δD
(
h(ψ,α ⊗ ϕ)
)
= δ
(
h(ψ,α ⊗ ϕ)
)
Ainsi, d'après la formule de Stokes, nous avons :∫
M
δD
(
h(ψ,α ⊗ ϕ)
)
= 0
Nous obtenons alors :
H(Dψ,α ⊗ ϕ) = H
(
ψ, [−Dα♯ + δ
D(α)]ϕ
)
L'adjoint de D est don donné par la formule suivante :
D∗(α⊗ ψ) = −Dα♯ψ + δ
D(α)ψ
Lemme 1.4.5. Soient {ei} une base c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δij l
2
. Nous avons la
formule suivante :
n∑
i=1
δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1
l−2DDeieiψ
pour tout ψ dans Σ(
2−n
2 )
.
Démonstration. Dans un premier temps, nous alulons :
δD(e∗i ) = −
n∑
j=1
ejyDej (e
∗
i )l
−2
= −
n∑
j=1
Dej(e
∗
i (ej))l
−2 +
n∑
j=1
e∗i
(
Dejej
)
l−2
= −
n∑
j=1
Dej(δij)l
−2 +
n∑
j=1
e∗i
(
Dejej
)
l−2
=
n∑
j=1
e∗i
(
Dejej
)
l−2
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D'autre part, nous avons :
n∑
i=1
δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1
DδD(e∗i )eiψ
D'après e qui préède, nous obtenons :
n∑
i=1
δD(e∗i )Deiψ =
n∑
j=1
l−2D∑n
i=1 e
∗
i
(
Dej ej
)
ei
ψ
Enn, nous avons
n∑
i=1
e∗i
(
Dejej
)
ei = Dejej , e qui nous donne :
n∑
i=1
δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1
l−2DDeieiψ
Proposition 1.4.6. Soit ψ un spineur de poids
2− n
2
. Pour toute struture de Weyl D, nous
avons la formule suivante :
D∗Dψ = tr(D2)(ψ)
où D agit sur Σ(
2−n
2 )
via la struture de Weyl de poids orrespondant.
Démonstration. Par dénition de l'adjoint formel de la onnexion D, nous avons :
D∗Dψ = D∗
( n∑
i=1
e∗i ⊗Deiψ
)
= −
n∑
i=1
(
D(e∗i )♯(Deiψ)− δ
D(e∗i )Deiψ
)
Cependant, nous avons (e∗i )
♯ = eil
−2
, et don, d'après le lemme 1.4.5, nous obtenons :
D∗Dψ = −
n∑
i=1
(
Dei(Deiψ)−DDeieiψ
)
l−2
Nous allons maintenant nous intéresser à des formule de type Lihnerowiz onforme met-
tant en jeux des setions du bré des densités L(−n).
Proposition 1.4.7. Soient ψ et ϕ deux setions du bré Σ(
2−n
2 )
. Nous avons la formule
suivante :
h(Dψ,Dϕ) = h(ψ, tr(D2)(ϕ)) − δD
(
h(ψ,Dϕ)
)
∈ L
(−n)
C
Démonstration. Remarquons que Dϕ est une setion de T ∗M ⊗Σ(
2−n
2 )
. En remplaçant α⊗ϕ
par Dϕ dans la formule (12) de la proposition 1.4.4, nous obtenons :
h(Dψ,Dϕ) − h(ψ,D∗Dϕ) = −δD
(
h(ψ,Dϕ)
)
La proposition 1.4.6 permet de onlure :
h
(
Dψ,Dϕ
)
− h
(
ψ, tr(D2)(ϕ)
)
= −δD
(
h(ψ,Dϕ)
)
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Corollaire 1.4.8. Soient ψ et ϕ deux setions du bré Σ(
2−n
2 )
. Nous avons la formule suiv-
ante :
h(Dψ,Dϕ) +
1
4
h(ψ, ScalDϕ)− h(ψ,D2ϕ) = −δD
(
h(ψ,Dϕ)
)
∈ L
(−n)
C
Démonstration. La proposition 1.4.7 nous donne :
h(Dψ,Dϕ)+
1
4
h(ψ, ScalDϕ)−h(ψ,D2ϕ) = h(ψ, tr(D2)(ϕ)+
1
4
ScalDϕ−D2ϕ)−δD
(
h(ψ,Dϕ)
)
De plus, la formule de Lihnerowiz onforme I (théorème 1.3.4) nous donne :
tr(D2)(ϕ) +
1
4
ScalDϕ−D2ϕ = 0
Nous obtenons don la formule souhaitée.
Menons le même alul que dans la proposition 1.4.7 pour l'opérateur de Dira D de poids
onforme
2− n
2
.
Proposition 1.4.9. Soient ψ et ϕ deux setions du bré Σ(
2−n
2 )
. Nous avons la formule
suivante :
h(Dψ,Dϕ) = h(ψ,D2ϕ) + δD(βψ,ϕ) ∈ L
(−n)
C
où βψ,ϕ est la setion de T
∗M ⊗ L(2−n) dénie par : βψ,ϕ(X) = h(ψ,X
♭ ·Dϕ)
Démonstration. Soit {ei} une base c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δij l
2
. Les propriétés de
l'appliation h et de la struture de Weyl D nous donnent :
h(Dψ,Dϕ) =
n∑
i=1
h
(
e∗i ·Deiψ,Dϕ
)
= −
n∑
i=1
h
(
Deiψ, e
∗
i ·Dϕ
)
= −
n∑
i=1
(
∇D
(
h(ψ, e∗i ·Dϕ)
)
− h
(
ψ,Dei(e
∗
i ·Dϕ)
))
= −
n∑
i=1
(
∇D
(
h(ψ, e∗i ·Dϕ)
)
− h
(
ψ,Dei(e
∗
i ) ·Dϕ
))
+
n∑
i=1
h
(
ψ, e∗i ·Dei(Dψ)
)
= −
n∑
i=1
(
∇D
(
h(ψ, e♭i l
−2 ·Dϕ)
)
− h
(
ψ,Dei(e
♭
il
−2) ·Dϕ
))
+ h(ψ,D2ϕ)
= −
n∑
i=1
(
∇D
(
h(ψ, e♭i ·Dϕ)
)
− h
(
ψ,Dei(e
♭
i) ·Dϕ
))
l−2 + h(ψ,D2ϕ)
= −
n∑
i=1
(
∇D
(
h(ψ, e♭i ·Dϕ)
)
− h
(
ψ, (Deiei)
♭ ·Dϕ
))
l−2 + h(ψ,D2ϕ)
En posant βψ,ϕ(X) = h(ψ,X
♭ ·Dϕ), nous obtenons la formule souhaitée :
h(Dψ,Dϕ) = h(ψ,D2ϕ) + δD(βψ,ϕ)
18
Théorème 1.4.10. Soit (M, c) une variété onforme orientée. Pour toute struture de Weyl
D sur M , nous avons la formule de Lihnerowiz onforme II suivante :
h(Dψ,Dϕ) +
1
4
h(ψ, ScalDϕ)− h(Dψ,Dϕ) = −δ(ωψ,ϕ)
où ψ et ϕ sont des setions de Σ(
2−n
2 )
. La setion ωψ,ϕ du bré T
∗M ⊗L(2−n) est dénie par :
ωψ,ϕ(X) = h
(
ψ,X♭ ·Dϕ+DXϕ
)
Notons |ψ|2h = h
(
ψ,ψ
)
, pour ψ ∈ Σ. D'après le théorème 1.4.10, pour toute struture de
Weyl D sur la variété onforme (M, c) et toute setion ψ du bré des spineurs à poids Σ, nous
avons :
|ψ|2h +
1
4
ScalD|ψ|2h − |Dψ|
2
h = −δ(ωψ) (13)
où ωψ,ψ est noté ωψ.
Remarque 1.4.11. Les objets Dψ, Dϕ, Dψ et Dϕ sont de poids onforme −n/2. Par on-
séquent, h(Dψ,Dϕ) et h(Dψ,Dϕ) sont de poids −n. De plus, le produit tensoriel ScalDϕ est
de poids onforme −1− n/2, don h(ψ, ScalDϕ) est aussi de poids −n. Enn, par dénition
de l'opérateur δ, l'objet δ(ωψ,ϕ) est une setion de L
(−n)
C
. Le théorème i-dessus donne une
formule reliant des setions du bré des densités d'intégration L
(−n)
C
.
Démonstration. Les propositions 1.4.7 et 1.4.9 nous donnent :
h(Dψ,Dϕ) +
1
4
h(ψ, ScalDϕ)− h(Dψ,Dϕ) = h
(
ψ, tr(D2)(ϕ) +
1
4
ScalDϕ−D2ϕ
)
− δD(ωψ,ϕ)
où ωψ,ϕ = h(ψ,Dϕ) + βψ,ϕ. D'après la formule de Lihnerowiz onforme I (théorème 1.3.4),
nous avons :
tr(D2)(ϕ) +
1
4
ScalDϕ−D2ϕ = 0
Nous avons don la formule suivante :
h(Dψ,Dϕ) +
1
4
h(ψ, ScalDϕ)− h(Dψ,Dϕ) = −δD(ωψ,ϕ)
Le orollaire 1.4.3 assure l'égalité des opérateurs δD et δ sur les setions du bré L(2−n). Ainsi,
ωψ,ϕ étant une setion de L
(2−n)
, nous obtenons la formule souhaitée.
2 Strutures onformes asymptotiquement plates
Soit (M,g) une variété riemannienne orientée, omplète et non ompate de dimension n.
Notons gcan la métrique plate sur R
n
.
2.1 Variétés asymptotiquement plates
Notons ER = R
n \BR l'extérieur de la boule de entre 0 et de rayon R de R
n
. Supposons
qu'il existe un ompat K de M et un diéomorphisme
Φ : ER →M \K
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Notons V = M \K. Le ouple (V,Φ) est une arte à l'inni et V le bout de M . Dans ette
arte Φ(x) = (x1, . . . , xn), la norme d'un élément s'érit :
|x| = r =
(
n∑
i=1
x2i
) 1
2
Soit r > R ; notons Mr = M \ Er, où Er est onfondu ave son image par Φ. L'ensemble
Mr est un ompat de M dont le bord s'identie à la sphère Sr de R
n
.
Dénition 2.1.1. Une variété riemannienne (M,g) est asymptotiquement plate d'ordre τ > 0
s'il existe une déomposition M \K = ⊔kl=1M
l
∞, où K est un ompat, et des diéomorphismes
Φl de M
l
∞ dans ERl , pour Rl > 0, tels que :
gij = δij +O(r
−τ
l ) , ∂kgij = O(r
−τ−1
l ) et ∂l∂kgij = O(r
−τ−2
l ) ,
quand rl = |xl| → ∞, dans les oordonnées engendrées par le diéomorphisme Φl sur M
l
∞,
pour l de 1 à k. Les ouverts M l∞ sont les bouts de M et les oordonnées {x
i
l} sont appelées
oordonnées asymptotiques sur M l∞.
Supposons que (M,g) est une variété asymptotiquement plate d'ordre τ ne possédant qu'un
seul bout M∞. Soient p > 1 et δ ∈ R. Nous notons ∇ la onnexion de Levi-Civita assoiée à
g. Sauf mention expliite du ontraire, tout les objets riemanniens onsidérés sont relatifs à la
métrique g. L'espae des fontions Lpδ est déni omme le omplété de l'espae des fontions
C∞ à support ompat sur M pour la norme :
||u||p,δ =
(∫
M
|u|pr−δp−nvg
)1/p
où vg est la forme volume assoiée à g et r est la distane radiale sur le bout M∞ prolongée
par 1 sur la partie ompate de M . Nous dénissons également le k-ième espae de Sobolev de
poids δ sur M , que l'on note W k,pδ , omme le omplété de l'espae des fontions C
∞
à support
ompat sur M pour la norme de Sobolev suivante :
||u||k,p,δ =
k∑
j=0
||∇ju||p,δ−j (14)
L'espae des fontions Ckδ est déni omme l'ensemble des fontions u, C
k
sur M , dont la
norme suivante est nie :
||u||Ckδ
=
k∑
j=0
sup
M∞
r−δ+j |∇ju| (15)
Soit α ∈]0, 1[ ; l'espae de Hölder de poids δ est déni par l'ensemble des fontions u dans Ckδ
telles que la norme suivante est nie :
||u||
Ck,αδ
= ||u||Ckδ
+ sup
x,y∈M∞
(
min(r(x), r(y))−δ+k+α
|∇ku(x)−∇ku(y)|
|x− y|α
)
(16)
où y est dans un voisinage de x et ∇ku(y) est le tenseur en x obtenu par transport parallèle le
long de la géodésique radiale joignant x à y. Ces espaes de fontions dépendent des oordon-
nées hoisies sur le boutM∞ de la variété. En revanhe, les diérents systèmes de oordonnées
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étant asymptotiques aux oordonnées eulidiennes, les normes relatives à deux systèmes de
oordonnées diérents sont équivalentes. La dénition des normes de Hölder (15) et (16) nous
donne immédiatement la proposition suivante :
Proposition 2.1.2. Soit u appartenant à C2,α−τ (M). Alors u = O(r
−τ ) et, pour i et j dans
{1, . . . , n}, ∂iu = O(r
−τ−1) et ∂2iju = O(r
−τ−2).
Pour es espaes de fontions, nous avons également un théorème de Sobolev à poids [8℄ :
Proposition 2.1.3. Soient q > 1 et α ∈]0, 1[. Supposons que l− k−α >
n
q
. Pour tout ε > 0,
nous avons les inlusions ontinues suivantes :
C l,αδ−ε ⊂W
l,q
δ ⊂ C
k,α
δ
En partiulier, si u ∈W l,qδ ave l >
n
q
, u = O(rδ).
Dénition 2.1.4. La variété riemannienne (M,g) asymptotiquement plate d'ordre τ vérie
les onditions de déroissane de la masse lorsque :
 l'ordre τ de M est tel que :
n− 2
2
< τ < n− 2
 le tenseur g − gcan appartient à C
2,α
−τ (M
l
∞), pour tout l de 1 à k.
 la ourbure salaire Scalg de la onnexion de Levi-Civita ∇ est intégrable sur M .
Notons Mτ l'espae des métriques sur M vériant les onditions i-dessus.
Lorsque une variété asymptotiquement plate (M,g) d'ordre τ à un seul bout M∞ vérie
les onditions de la dénition préédente, l'expression de la masse de ette variété est donnée
par :
m(g) = lim
r→∞
∫
Sr
n∑
i,j=1
(∂igij − ∂jgii)ejyvg
où ν est le hamp de veteurs unitaire sortant de la sphère Sr et gij sont les omposantes
de la métrique g dans les oordonnées asymptotiques sur M∞. Si g appartient à l'espae
Mτ , la masse de la variété riemannienne (M,g) est bien dénie et ne dépend pas du système
de oordonnées hoisi [1℄. Nous allons rappeler sans démonstration les résultats analytiques
néessaires à la démonstration du théorème de la masse positive dans le as d'une variété
spinorielle [1℄. Ces résultats s'appuient sur les propriétés des espaes de Sobolev, de Hölder et
sur des résultats de théorie elliptique pour lesquels le leteur pourra se référer à [1℄. Fixons une
métrique g dans Mτ et supposons que la variété M est spinorielle. Soit q un entier stritement
supérieur à n.
Proposition 2.1.5. ([1℄ page 676) Soient p dans ]1,+∞[ et δ non exeptionnel 1. L'opérateur
Laplaien ∆ : W 2,pδ → L
p
δ−1 est un opérateur de Fredholm. De plus, si 2−n < δ < 0, 'est un
isomorphisme de W 2,pδ sur L
p
δ−1.
Nous dénissonsW k,qδ (Σ
g) l'espae de Sobolev des setions de Σg dont la norme de Sobolev
dénie de façon analogue à (14) est nie ; lorsqu'il n'y a pas d'ambigüités nous noterons
également W k,qδ es espaes. Le boutM∞ deM , identié à R
n\BR, est munit des oordonnées
asymptotiques x = (x1, . . . , xn). Soit e = (e1, . . . , en) la base orthonormée de R
n
induite par x.
1
Le paramètre δ ∈ R est dit non exeptionnel s'il appartient à l'ensemble R\{k ∈ Z : k 6= −1,−2, · · · , 3−n}.
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Nous avons g(·, ·) = gcan(A·, ·), où A est un hamp de matries symétriques dénies positives.
Nous dénissons le repère g-orthonormé s deM∞ par : s = (A
1
2 )−1e, où A
1
2
est l'unique raine
arré dénie positive de A. Soit s˜ l'un des deux repères spinoriels relevant s. Un spineur ψ0
de Σg s'appelle un spineur onstant si ψ0 = [s˜, ξ0], où la fontion ξ : M∞ → ∆n est onstante.
En partiulier, si ψ0 est onstant, sa norme |ψ0| est onstante sur le bout à l'inni M∞.
Dénition 2.1.6. Une setion ψ de Σg est asymptotiquement onstante s'il existe un spineur
onstant ψ0 tel que ψ − ψ0 ∈W
2,q
−τ (Σ
g).
Proposition 2.1.7. ([1℄ page 690) Soit 1−n < δ < 0. L'opérateur de Dira Dg : W 2,qδ (Σ
g)→
W 1,qδ−1(Σ
g) est un isomorphisme.
Nous pouvons déduire de ette proposition l'existene d'un spineur D-harmonique asymp-
totiquement onstant. L'existene d'un tel spineur joue un rle majeur dans la preuve de
théorème de la masse positive.
Corollaire 2.1.8. ([1℄ page 690) Soit ψ0 un spineur onstant sur M . Il existe un spineur ψ
dans Σg tel que :
D
gψ = 0
et
ψ − ψ0 ∈W
2,q
−τ (Σ
g)
Démonstration. Les hypothèses de déroissane asymptotique donne D
gψ0 ∈ W
1,q
−τ−1(Σ
g).
D'après la proposition 2.1.7, il existe un unique spineur ψ1 ∈W
2,q
−τ (Σ
g) tel que Dgψ1 = −D
gψ0.
Ainsi, le spineur ψ = ψ1 + ψ0 onvient.
Dans la méthode de Witten, en intégrant la formule de Lihnerowiz sur la variété asymp-
totiquement plate M , le terme de divergene onverge sur le bout à l'inni vers la masse de
la variété. Ce fait est donné par la proposition suivante :
Proposition 2.1.9. ([1℄ page 691) Soit ψ dans Σg asymptotiquement onstant. Nous avons
alors la formule suivante :∫
M
|∇ψ|2vg+
1
4
∫
M
Scalg|ψ|2vg−
∫
M
|Dgψ|2vg = lim
r→∞
∫
Sr
(∇νψ+ν·D
gψ,ψ)gνy vg =
1
4
m(g)|ψ0|
2
où ψ0 est le spineur onstant vériant ψ − ψ0 ∈W
2,q
−τ (Σ
g).
Nous avons alors le théorème de la masse positive [1℄ :
Théorème 2.1.10. Soit (M,g) une variété riemannienne, spinorielle et asymptotiquement
plate d'ordre τ telle que g ∈ Mτ . Supposons que la ourbure salaire de la onnexion de Levi-
Civita de g est positive. Alors la masse de (M,g) est positive. De plus, la masse est nulle si
et seulement si M est isométrique à l'espae Rn eulidien.
Démonstration. Soit ψ0 un spineur onstant. La proposition 2.1.9, appliquée au spineur donné
par le orollaire 2.1.8, donne la formule suivante :∫
M
|∇ψ|2vg +
1
4
∫
M
Scalg|ψ|2vg =
1
4
m(g)|ψ0|
2
g
Par hypothèse, la ourbure salaire Scalg de g est positive, don la masse m(g) de M est
positive.
22
Considérons l'ensemble de fontions suivant :
F = {f ∈ C∞(M,R>0) : f − 1 ∈ C2,α−τ et ∆(f) ∈ L
1}
Chaque fontion dans F nous donne une métrique asymptotiquement plate dans la lasse
onforme de g. Nous avons le théorème suivant [12℄ :
Théorème 2.1.11. Soit (M,g) une variété riemannienne asymptotiquement plate pour laque-
lle g ∈ Mτ . Soit g˜ = fg. Alors, g˜ appartient à Mτ si et seulement si f appartient à F . De
plus, leurs masses sont reliées par la formule suivante :
m(g˜) = m(g) + (n − 1)
∫
M
∆g(f)vg (17)
Nous démontrons uniquement la formule (17). Dans la arte à l'inni assoiée à g, nous
avons :
∂i(fgij)− ∂j(fgii) = f(∂i(gij)− ∂j(gii)) + (gij∂if − gii∂jf)
Posons µj =
n∑
i=1
(∂i(gij)− ∂j(gii))νj . En érivant gij = δij + aij nous obtenons :
n∑
i=1
(∂i(fgij)− ∂j(fgii)) νj = µj + (f − 1)µj + (1− n)∂jfνj +
n∑
i=1
(aij∂if − aii∂jf)νj
Pour terminer notre alul, nous devons intégrer sur Sr et faire tendre r vers l'inni. Cepen-
dant, ∂if = O(r
−τ−1), aij = O(r
−τ ), µj = O(r
−τ−1) et f − 1 = O(r−τ ). Par onséquent
n∑
i=1
(aij∂if − aii∂jf)νj = O(r
−2τ−1) et (f − 1)µj = O(r
−2τ−1)
ave 2τ + 1 > n − 1, don les intégrales sur Sr de es deux termes tendent vers 0 lorsque r
tend vers l'inni. En sommant sur j, nous en déduisons la formule suivante :
m(g˜) = m(g) + (1− n) lim
r→∞
∫
Sr
df(ν)νyvg
La formule de Stokes termine la démonstration :
m(g˜) = m(g) + (n− 1) lim
r→∞
∫
Mr
∆g(f)vg
Terminons e paragraphe par un lemme dont nous aurons besoin ultérieurement dans ette
note.
Lemme 2.1.12. Soit (M,g) une variété asymptotiquement plate telle que g ∈ Mτ . Pour toute
fontion f dans F , nous avons :
lim
r→∞
∫
Sr
df
f
(ν)νy vg = lim
r→∞
∫
Sr
df(ν)νy vg
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Démonstration. Nous érivons :∫
Sr
df
f
(ν)νy vg =
∫
Sr
(f−1 − 1)df(ν)νy vg +
∫
Sr
df(ν)νy vg (18)
La fontion f est stritement positive sur M et tend vers 1 à l'inni, il existe don ε > 0 et
C > 0 tels que ε 6 f 6 C. Par onséquent, la fontion f−1 est bornée sur M . De plus, f −1 =
O(r−τ ), nous avons alors : f−1− 1 = −f−1(f − 1) = O(r−τ ), don (f−1− 1)|df | = O(r−2τ−1)
ave 2τ + 1 > n− 1. Nous en déduisons :
lim
r→∞
∫
Sr
(f−1 − 1)df(ν)νy vg = 0
Ainsi, par passage à la limite dans (18), nous obtenons la formule souhaitée :
lim
r→∞
∫
Sr
f−1df(ν)νy vg = lim
r→∞
∫
Sr
df(ν)νy vg
2.2 Strutures de Weyl asymptotiquement plates
Nous allons étendre la notion de platitude asymptotique aux strutures deWeyl et généraliser
les résultats rappelés dans la setion préédente.
Dénition 2.2.1. Soient (M, c) une variété onforme de dimension n et D une struture de
Weyl sur TM . Nous dirons que (M, c,D) est asymptotiquement plate d'ordre τ > 0 lorsqu'il
existe une métrique g0 dans c telle que :
1. La variété riemannienne (M,g0) est asymptotiquement plate d'ordre τ telle que g0 ∈ Mτ .
2. Pour tout entier l de 1 à k, la forme de Lee θ0 de D relative à g0 appartient àW
1,q
−τ−1(M
l
∞),
où M l∞ est le l-ème bout de (M,g0) et q > n.
3. La odiérentielle par rapport à g0 de la forme de Lee θ0 est intégrable sur M .
Nous dirons que la métrique g0 est une métrique adaptée pour la struture de Weyl asympto-
tiquement plate D.
Soient (M, c) une variété onforme de dimension n et D une struture de Weyl sur TM .
Supposons que (M, c,D) est asymptotiquement plate à un seul bout M∞ et hoisissons une
métrique adaptée g0 dans c. Sauf mention ontraire, les objets riemanniens (∇, δ, et. . . .)
et les espaes de fontions dans toute la suite de ette partie sont dénis relativement à la
métrique g0. Nous notons ∇ la onnexion de Levi-Civita de g0, v0 sa forme volume et θ0 la
forme de Lee de D assoiée à g0.
Dénition 2.2.2. Soient (M, c,D) une struture de Weyl asymptotiquement plate et g0 une
métrique adaptée. Nous dénissons la masse de la struture de Weyl asymptotiquement plate
par :
m(D)(g0) = m(g0) + 2(n− 1)
∫
M
δ(θ0)v0
où m(g0) est la masse riemannienne totale de la variété (M,g0). La masse d'un bout M
l
∞ de
M , notée ml(D)(g0), est donnée par :
ml(D)(g0) = m
l(g0) + 2(n − 1) lim
r→∞
∫
Slr
θ0(νl)νlyvg
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où ml(g0) est la masse riemannienne du bout M
l
∞, S
l
r la sphère de rayon r dans les oordonnées
sur M∞ et νl le hamp de veteurs sortant de la sphère S
l
r. La masse de la variété M est don
la somme des masses de haque bout.
Soit g une métrique dans la lasse onforme c telle que g ∈Mτ ; nous dénissons la quantité
m(D)(g) par :
m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1)
∫
M
δg(θg)vg
où δg et vg sont respetivement l'opérateur de divergene et la forme volume assoiés à g.
Posons M
0
τ = {g = fg0 : f ∈ F}.
Proposition 2.2.3. Soient (M, c,D) une struture onforme asymptotiquement plate et g0
une métrique adaptée. Pour toute métrique g dans M0τ , nous avons :
m(D)(g) = m(D)(g0)
Démonstration. Soit g = fg0 ave f ∈ F . Nous supposons que la variété ne possède qu'un
seul bout à l'inni. Par dénition, nous avons :
m(D)(g) = m(g) + 2(n − 1) lim
r→∞
∫
Sr
θg(ν)νy vg
Cependant, les deux métriques sont asymptotiquement plates dans le même système de oor-
données, don nous pouvons remplaer vg par v0 dans la limite de l'intégrale. De plus, nous
avons la formule :
θg = θ0 −
1
2
df
f
(19)
Nous obtenons :
m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1) lim
r→∞
∫
Sr
θ0(ν)νy v0 − (n− 1) lim
r→∞
∫
Sr
df
f
(ν)νy v0
Le théorème 2.1.11 nous donne :
m(g) = m(g0) + (n− 1)
∫
M
∆(f)v0
Et, d'après le lemme 2.1.12, nous avons :
lim
r→∞
∫
Sr
df
f
(ν)νy v0 = lim
r→∞
∫
Sr
df(ν)νy v0 =
∫
M
∆(f)v0
Nous déduisons le résultat de es deux dernières formules :
m(D)(g) = m(g0) + 2(n− 1)
∫
M
δ(θ0)v0
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2.3 Sous-lasses asymptotiquement plates
Nous savons, depuis R. Bartnik [1℄, que la masse riemannienne est un invariant géométrique :
la masse ne dépend pas du système de oordonnées hoisi sur le bout de la variété. Plus
préisément, si g est asymptotiquement plate dans les oordonnées {zi} et {z˜i}, alors il ex-
iste une transformation E de Rn, omposée d'une isométrie et d'une translation, telle que
z˜ = E(z) + O(r−τ ), et dans es onditions, les masses alulées dans es deux systèmes de
oordonnées sont égales.
Soient (M, c,D) une struture de Weyl asymptotiquement plate et g0 une métrique adaptée
pour D. Supposons que la variété ne possède qu'un seul bout à l'inni. Soit {zi} le système
de oordonnées dans lequel g0 est asymptotique à la métrique plate de R
n
. Considérons le
système de oordonnées {z˜j} sur M∞ tel que z˜i = azi, où a ∈ R
>0
.
Remarque 2.3.1. La métrique g0 n'est plus asymptotiquement plate dans les oordonnées
{z˜i}, mais il est lair que a
2g0 l'est.
Notons respetivement g˜ij et gij les omposantes de g0 dans les oordonnées {z˜i} et {zj},
puis ∂˜i et ∂i les dérivées partielles par rapport aux oordonnées z˜i et zi. Nous avons dz˜i = adzi
et ∂˜i = a
−1∂i. Par onséquent v˜0 = a
nv0 et :
g˜ij = a
−2gij
En dérivant par rapport à z˜i, nous obtenons :
∂˜i(a
2g˜ij) = ∂˜i(gij) =
n∑
k=1
∂kgij ∂˜izk = a
−1∂kgij
Nous en déduisons la formule suivante :(
∂˜i(a
2g˜ij)− ∂˜j(a
2g˜ii)
)
∂˜jyv˜0 = a
n−2 (∂igij − ∂jgii) ∂iyv0
En intégrant sur les sphères de rayon r, et en faisant tendre r vers l'inni, nous relions les
masses de g0 et a
2g0 par :
m(a2g0) = a
n−2m(g0)
Etudions le seond membre de la masse de la struture de Weyl D. Rappelons que∫
M
δ(θ0)v0 =
∫
M
d(θ♯0y v0)
Si g = a2g0, où a est une onstante, nous avons θg = θ0 et θ
♯g
0 = a
−2θ♯00 , où ♯g et ♯0 sont les
isomorphismes musiaux assoiés à g et g0 respetivement. Par onséquent,∫
M
δg(θg)vg = a
n−2
∫
M
δ(θ0)v0
Nous venons de démontrer :
Proposition 2.3.2. Si g0 est une métrique adaptée, nous avons :
m(D)(ag0) = a
n−2
2 m(D)(g0)
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Nous savons désormais omment évolue notre masse lors d'un hangement des oordonnées
sur le bout de la variété de la forme z˜ = aE(z) +O(r−τ ), où E est une transformation euli-
dienne sur R
n
et a une onstante positive. Nous dirons qu'un tel hangement de oordonnées
est asymptotiquement onforme.
Supposons désormais que notre struture de Weyl asymptotiquement plate possède k
bouts, où k est supérieur ou égal à 1. Dans e as, la masse de la variété est dénie omme la
somme des masses de haun des bouts. Rappelons que ml(g0) est la masse riemannienne de
(M,g0) sur le bout M
l
∞ de M , et m
l(D)(g0) la masse de la struture de Weyl asymptotique-
ment plate sur le bout M l∞de M . Nous avons alors :
m(g0) =
k∑
l=1
ml(g0)
et
ml(D)(g0) = m
l(g0) + 2(n − 1) lim
r→∞
∫
Slr
θ0(νl)νlyv0
Soit {al}l=1...k une famille de R
>0
. Posons :
F(a1,...,ak) = {f ∈ C
∞(M,R>0) : ∆f ∈ L1 et ∀l = 1 . . . k , f − al ∈ C
2,α
−τ (M
l
∞)}
En partiulier, notons F = F(1,...,1).
Proposition 2.3.3. Soient g = fg0, ave f dans F(a1,...,ak). Nous avons :
m(D)(g) =
k∑
l=1
a
n−2
2
l m
l(D)(g0)
En partiulier, si g1 = f1g0 et g2 = f2g0, ave f1 et f2 dans F(a1,...,ak), nous avons :
m(D)(g1) = m(D)(g2)
Démonstration. Fixons un boutM l∞ de (M,g0). SurM
l
∞, nous avons f = alfl, où fl appartient
à F sur M l∞. D'après le théorème 2.1.11, la métrique gl = flg0 est asymptotiquement plate
sur M l∞ et la proposition 2.2.3, adaptée pour le bout M
l
∞, donne :
ml(D)(gl) = m
l(D)(g0)
Pour la métrique adaptée gl, en utilisant la proposition 2.3.2, nous obtenons :
ml(D)(g) = a
n−2
2
l m
l(D)(gl)
Don, nous avons :
m(D)(g) =
k∑
l=1
a
n−2
2
l m
l(D)(g0)
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Par onséquent, la masse de D évaluée en g = fg0 ne dépend pas de la fontion f hoisie
dans F(a1,...,ak), mais uniquement des réels al et de la métrique de référene g0. Une métrique
adaptée étant xée, nous remarquons que les ensembles de fontions Fa1,...,ak dénissent des
sous-lasses de métriques de la lasse onforme c pour lesquelles la masse de la struture de
Weyl est invariante. Notons Γ = {Fa1,...,ak : (a1, . . . , an) ∈ (R
>0)n}. Nous avons alors une
appliation :
m(D) : Γ→ R
dénie par :
m(D)(Fa1,...,ak) = m(D)(fg0)
où f est une fontion quelonque de Fa1,...,ak . L'espoir de ette remarque est de parvenir à
démontrer que Γ onstitue l'ensemble de toutes les métriques asymptotiquement plates de la
lasse onforme c. Dans e as, nous aurons déni une masse onforme m(D) indépendante
du hoix de la métrique adaptée.
2.4 Théorème de la masse onforme positive
Soient (M, c,D) une struture de Weyl asymptotiquement plate ne possédant qu'un seul
bout M∞ et g0 une métrique adaptée pour D. Soit ∇ la onnexion de Levi-Civita de g0. Sup-
posons que M est une variété spinorielle. Notons Σ = Σ(
2−n
2
)
l'espae des spineurs onformes
de poids (2 − n)/2. Nous notons désormais Σ0 le bré des spineurs riemanniens relatif à la
métrique g0 et D
0
l'opérateur de Dira induit par ∇ sur Σ0. Rappelons que les espaes de
fontions onsidérés sont relatifs à la métrique adaptée g0.
Lemme 2.4.1. Soit ψ une setion du bré des spineurs Σ0. Supposons que ψ est D-parallèle,
i.e Dψ = 0. Si ψ tend vers 0 dans M∞, i.e. lim
|x|→∞
|ψ(x)| = 0, alors ψ est identiquement nulle.
Démonstration. Soient x dans M et {ei} une base de TxM . Calulons la diérentielle de
|ψ|2 : d|ψ|2 =
n∑
i=1
∇ei(|ψ|
2)e∗i . La ompatibilité de la onnexion de Levi-Civita ave le produit
salaire donne ∇ei(|ψ|
2) = (∇eiψ,ψ) + (ψ,∇eiψ). Comme ψ est D-parallèle, la formule (4)
donne :
∇eiψ =
n− 1
2
θ0(ei)ψ +
1
2
ei · θ0 · ψ
Nous obtenons :
∇ei(|ψ|
2) = (n− 1)θ0(ei)|ψ|
2 +
1
2
((ei · θ0 + θ0 · ei) · ψ,ψ)
= (n− 2)θ0(ei)|ψ|
2
Par onséquent, d|ψ|2 = (n − 2)|ψ|2θ0. Soient x0 dans M∞ et γ une géodésique paramétrée
sur [0,+∞[ telle que γ(0) = x0 et lim
t→∞
|γ(t)| = +∞. Posons φ(t) = |ψ|2γ(t) et f(t) = θ0(γ˙(t)).
La fontion φ est don solution de l'équation diérentielle ordinaire φ′(t) = (n − 2)f(t)φ(t)
sur [0,∞[. Par onséquent, pour tout t, φ(t) = c exp(F (t)), où c est une onstante et F une
primitive de f . Cependant, par hypothèse lim
t→∞
φ(t) = 0, don φ est identiquement nulle.
Cei étant vrai pour toute ourbe allant vers l'inni sur M∞, nous en déduisons que ψ est
identiquement nul.
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Soit ψ une setion de Σ0. Soit ω une 1-forme sur M . La formule de Stokes nous donne
−
∫
Mr
δ(ω)v0 =
∫
Sr
ω(ν)νy v0
où ν est le hamp de veteurs normal unitaire sortant de Sr, et rappelons que Mr est le
ompat de M déni par Mr = M \ Er dont le bord s'identie à la sphère Sr de R
n
. Par
onséquent, si la limite existe, nous avons :
−
∫
M
δ(ω)v0 = lim
r→∞
∫
Sr
ω(ν)νy vg
Proposition 2.4.2. Soit 1 − n < δ < 0. Supposons que la ourbure salaire ScalD de la
onnexion de Weyl est positive. Dans es onditions, l'opérateur de Dira de poids onforme
(2− n)/2, D2 : W 2,q−τ (Σ)→ L
q
−τ−2(Σ), est un isomorphisme.
Démonstration. Montrons que l'opérateur D
2
est bien déni sur es espaes de Sobolev. Soit
ψ dans W 2,q−τ (Σ). La proposition 1.2.4 et l'inégalité triangulaire nous donnent :
|Dψ| 6 |D0ψ|+
1
2
|θ0||ψ|
Par hypothèse sur ψ, la norme |ψ| est bornée sur M (puisque |ψ| = O(r−τ )) et la proposition
2.1.7 nous donne D
0ψ ∈W 1,q−τ−1. De plus, la ondition (2) de la dénition 2.2.1 assure que θ0
appartient également àW 1,q−τ−1. L'inégalité i-dessus permet de onlure que Dψ est une setion
de W 1,q−τ−1. Par le même raisonnement en remplaçant ψ par Dψ ∈ W
1,q
−τ−1, nous démontrons
que D
2ψ appartient à W 0,q−τ−2. Soit ψ dans W
2,q
−τ tel que D
2ψ = 0, montrons que ψ est
identiquement nul. Le orollaire 1.4.8 nous donne :
|Dψ|2h +
1
4
ScalD|ψ|2h = −δ
(
h(ψ,Dψ)
)
En intégrant ette formule sur le ompat Mr de M , pour r > R, nous avons :∫
Mr
|Dψ|2h +
1
4
∫
Mr
ScalD|ψ|2h = −
∫
Mr
δ
(
h(ψ,Dψ)
)
La métrique de référene g0 étant xé, la divergene onforme s'identie ave la divergene
riemannienne relative à g0. Don la formule de Stokes nous donne :∫
Mr
|Dψ|2h +
1
4
∫
Mr
ScalD|ψ|2h =
∫
Sr
(ψ,Dνψ)νyv0 (20)
où ν est le hamp de veteurs unitaire sortant de Sr. La formule (4) reliant la struture de
Weyl et la onnexion de Levi-Civita de la métrique g0 nous donne :
(ψ,Dνψ) = (ψ,∇νψ) +
1− n
2
θ0(ν)|ψ|
2 +
1
2
(ν · ψ, θ0 · ψ)
Par l'inégalité triangulaire et de Cauhy-Shwarz, nous obtenons :
|(ψ,Dνψ)| 6 |∇ψ||ψ| +
n− 1
2
|θ0||ψ|
2 +
1
2
|θ0||ψ|
2
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Par hypothèse sur la setion ψ et la forme de Lee θ0, nous avons (ψ,Dνψ) = O(r
−2τ−1), ave
2τ + 1 > n− 1. Par onséquent, nous arrivons à l'égalité suivante :
lim
r→∞
∫
Sr
(ψ,Dνψ)νy v0 = 0
Nous en déduisons, par passage à la limite quand r tend vers l'inni dans (20), la formule
suivante : ∫
M
|Dψ|2h +
1
4
∫
M
ScalD|ψ|2h = 0
La ourbure salaire ScalD de la onnexion de Weyl est positive, don les deux termes intégrés
sont nuls. En partiulier, Dψ = 0 et ψ tend vers 0 à l'inni, don, d'après le lemme 2.4.1,
ψ est identiquement nul. Nous avons don démontré que l'opérateur D2 : W 2,q−τ → L
q
−τ−2 est
injetif. Cependant, la proposition 1.4.9 démontre que D
2
est formellement autoadjoint :
D
2 = (D2)∗ : W 2,q
′
τ+2−n → L
q′
τ−n
Un raisonnement similaire démontre que et opérateur est injetif (par hypothèse nous avons
1− n < τ + 2− n < 0). L'opérateur D2 est de Fredholm de noyau et onoyau trivial don D2
est un isomorphisme de W 2,q−τ dans L
q
−τ−2 (voir [1℄).
Sous les hypothèses de ette setion, nous sommes en mesure de démontrer la onvergene
vers la masse onforme de l'intégrale du terme de divergene dans la formule de Lihnerowiz
onforme II.
Proposition 2.4.3. Soit ψ un spineur asymptotiquement onstant. La métrique adaptée g0
étant xée, nous avons la formule suivante :
−
∫
M
δ(ωψ) =
1
4
m(D)(g0)|ψ0|
2
où ψ0 est le spineur onstant tel que ψ−ψ0 ∈W
2,q
−τ , et où la setion ωψ de T
∗M ⊗L(2−n) est
dénie par : ωψ(X) = h
(
ψ,X♭ ·Dψ +DXψ
)
.
Démonstration. La métrique g0 étant donnée, la proposition 1.2.4 et la formule (4) appliquées
pour g0 permettent d'identier ωψ à une 1-forme sur M par la formule suivante :
ωψ(X) = ω
0
ψ(X) +
1− n
2
θ0(X)|ψ|
2
(21)
ave ω0ψ(x) = (ψ,X · D
0ψ + ∇Xψ). Soit ψ0 le spineur onstant tel que ψ − ψ0 ∈ W
2,q
−τ ; la
proposition 2.1.9 donne :
−
∫
M
δ(ω0ψ)v0 = limr→∞
∫
Sr
ω0ψ(ν)νyv0 =
1
4
m(g0)|ψ0|
2
(22)
où ν est le hamp de veteurs unitaire sortant de Sr. Posons ψ1 = ψ − ψ0, nous avons :
|ψ|2 = |ψ1|
2 + |ψ0|
2 + 2ℜ
(
(ψ1, ψ0)
)
Cependant, ψ1 ∈W
2,q
−τ (Σ) et θ0 ∈W
1,q
−τ−1. Don :
θ0(ν)
(
|ψ1|
2 + 2ℜ
(
(ψ1, ψ0)
))
= O(r−2τ−1)
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ave 2τ + 1 > n− 1. Par onséquent, nous obtenons l'égalité suivante :
lim
r→∞
∫
Sr
|ψ|2θ0(ν)νyv0 = |ψ0|
2 lim
r→∞
∫
Sr
θ0(ν)νyv0 (23)
Remarquons que ette limite existe puisque la odiérentielle de la forme de Lee θ0 est inté-
grable (ondition (3) de la dénition 2.2.1) et don (23) devient :∫
M
δ(|ψ|2θ0)v0 =
( ∫
M
δ(θ0)v0
)
|ψ0|
2
(24)
Les équations (22) et (24) nous donnent l'égalité souhaitée :
−
∫
M
δ(ωψ)v0 =
1
4
(
m(g0) + 2(n − 1)
∫
M
δ(θ0)v0
)
|ψ0|
2
Théorème 2.4.4. Soient (M, c) une variété onforme spinorielle et D une struture de Weyl
asymptotiquement plate sur M . Supposons que la ourbure salaire ScalD de D est positive.
Alors la masse m(D) assoiée à D est positive et ette masse est nulle si et seulement si (M, c)
est isomorphe à l'espae R
n
munit de la lasse onforme anonique.
Démonstration. Soient g0 une métrique adaptée pour D et ψ0 un spineur onstant. Les hy-
pothèses de déroissane asymptotique sur D nous donnent Dψ0 ∈ W
1,q
−τ−1 ∩ L
q
−τ−2. D'après
la proposition 2.4.2, il existe ψ1 ∈ W
2,q
−τ tel que D
2ψ1 = −Dψ0. Cependant, par régularité
elliptique, ψ1 ∈ W
3,q
−τ+1 et don ψ2 := Dψ1 ∈ W
2,q
−τ . Posons ψ = ψ2 + ψ0. La setion ψ est
D-harmonique et asymptotique au spineur onstant ψ0. En intégrant sur Mr la formule de
Lihnerowiz onforme II (théorème 1.4.10), nous obtenons :∫
Mr
|Dψ|2v0 +
1
4
∫
Mr
ScalD|ψ|2v0 = −
∫
Mr
δ(ωψ)v0
La proposition 2.4.3, par passage à la limite, nous donne alors :∫
M
|Dψ|2v0 +
1
4
∫
M
ScalD|ψ|2v0 = m(D)(g0)|ψ0|
2
Cependant, la ourbure salaire ScalD de la struture de Weyl D est positive, don la masse
m(D) assoiée à D est positive d'après la formule préédente.
Supposons que la masse m(D) soit nulle. Nous avons alors un spineur ψ dans Σ tel que :∫
M
|Dψ|2h +
1
4
∫
M
ScalD|ψ|2h = 0
Les deux termes de ette équation sont positifs, don nuls. La setion ψ est alors D-parallèle.
Par onséquent, |ψ|
2
2−n
h est une setion ∇
D
-parallèle du bré L. En eet, le alul donne :
∇D|ψ|
2
2−n
h = ∇
D
(
|ψ|2h
) 1
2−n =
1
2− n
|ψ|
n−1
2−n
h
(
h(Dψ,ψ) + h(ψ,Dψ)
)
Ainsi, la struture de Weyl D est exate, i.e. il existe une métrique g dans la lasse onforme
c dont D est la onnexion de Levi-Civita. Érivons g = fg0, où f est une fontion stritement
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positive sur M . La struture de Weyl D étant la onnexion de Levi-Civita de g, la forme de
Lee θg assoiée est identiquement nulle et la formule (19) nous donne :
θ0 =
1
2
df
f
Posons h = log(f). Nous avons dh =
df
f
, et h ∈ C1,α−τ−1(M) par hypothèse sur θ0.
Lemme 2.4.5. Soit h une fontion C∞ sur M . Supposons que dh appartient à C1,α−τ−1(M).
La fontion h possède une limite nie a telle que h− a ∈ C2,α−τ (M).
Démonstration. Soient x et y dans ER = R
n \BR tels que |y| > |x| > R1, pour R1 > R. Soit
z =
|x|
|y|
y dans Rn. Considérons Xt le grand ar de erle paramétré sur [0, 1] joignant x et z.
Nous avons |Xt| = |x| > R1 et |X˙t| 6 π|x|. L'égalité des aroissement nis entre 0 et 1 (pour
f(t) = h(Xt)) nous donne :
h(x)− h(z) =
∫ 1
0
dhXt(X˙t)dt
Par hypothèse, |dhXt | = O(|Xt|
−τ−1), |Xt| = |x| et |X˙t| 6 π|x|, nous obtenons alors l'inégalité
suivante :
|h(x) − h(z)| 6 πC|x|−τ
où C est une onstante positive indépendante de x et y. Comme |x| > R1, ette inégalité
implique :
|h(x)− h(z)| 6 πCR−τ1 (25)
Posons T =
|x|
|y|
; l'égalité des aroissement nis entre z et y nous donne :
h(Ty)− h(y) =
∫ 1
0
dhy+t(Ty−y)(Ty − y)dt
Par le même raisonnement que préédemment, nous obtenons l'inégalité suivante :
|h(Ty)− h(y)| 6 C|y|−τ
∫ 1
0
(1− T )
(
1 + t(T − 1)
)−τ−1
dt
Nous pouvons aluler l'intégrale :∫ 1
0
(1− T )
(
1 + t(T − 1)
)−τ−1
dt = τ−1
(
|x|−τ
|y|−τ
− 1
)
Nous en déduisons :
|h(Ty)− h(y)| 6 τ−1C(|x|−τ − |y|−τ ) 6 τ−1CR−τ1 (26)
Par onséquent, (25) et (26) établissent l'existene d'une onstante C1 indépendante de x et
y telle que :
|h(x) − h(y)| 6 C1R
−τ
1
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Ainsi, pour tout ε > 0, nous pouvons hoisir R1 susamment grand tel que, pour tout x et
y dans Er vériant |y| > |x| > R1, |h(x) − h(y)| 6 ε. Par onséquent, d'après le ritère de
Cauhy, h(x) admet une limite nie lorsque x tend vers l'inni. Par passage à la limite quand
T tend vers l'inni dans l'inégalité (26), nous obtenons :
|h(x)− a| 6
C
τ
|x|−τ (27)
pour tout x dans ER. En observant la norme des espaes de Hölder à poids, nous pouvons
remarquer que l'estimation (27) et l'hypothèse dh ∈ C1,α−τ−1 susent pour démontrer que h
appartient à C2,α−τ .
En appliquant le lemme 2.4.5 à la fontion h = log(f), nous démontrons que f possède
une limite nie stritement positive b = exp(a) à l'inni et que f − b ∈ C2,α−τ . En hangeant
f par b−1f , nous ne modions pas la onnexion de Levi-Civita assoiée à g. Nous pouvons
don supposer que g = fg0 ave f ∈ F . D'après le théorème 2.1.11, la métrique g est
asymptotiquement plate. Nous avons don ψ ∈ Σg tel que Dψ = 0, où D est la onnexion
de Levi-Civita de la métrique asymptotiquement plate g, la preuve du théorème de la masse
positive [1℄ démontre dans e as que M est isométrique à Rn munit de la métrique plate. En
onlusion, la variété onforme (M, c) est isomorphe à l'espae Rn munit de sa lasse onforme
anonique.
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